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1. 問題設定と解法の概要 

点群マッチングは次の問題を対象としています． 

同数のデータ点数n をもつ二つの２次元点群 TS, があったとき，これらは図形として相似であって，

点ごとの対応が既知であるとします．このとき，点群 S（テンプレート点群）に対して平行移動 ),( yx ，

基準点まわりの回転  および基準点中心の拡大・縮小（相似変換） s を行って，点群T （目標点群）

に合わせ込み（マッチング）を行うことを考えます．しかし，実際の各点の位置データには誤差が含ま

れているので，完全に一致させることはできません．そこで，ある評価値を設け，この評価値が最小と

なるようにパラメータ T),,,( sθyxp （ T は転置を表す）を決定することにします． 

評価値の最小化手法には，《最小二乗法》と《ミニマックス法》を採用します．そして，評価値は対

応点間の‘距離’とするのですが，次に示すように，それぞれの手法でこの‘距離’の測り方が異なっ

ています．まず，点群の第 k 対応点間のユークリッド距離（誤差）を nkk ,,1,  とし，パラメータ

p における誤差のベクトルを T),,,( 21 nεεε pε とします．このとき，評価値としての‘距離’とな

る‘誤差ベクトル pε の大きさ（ノルム）’を次のように２種類定義します． 

ユークリッドノルム： 



n

k

k

1

2

2
pε ，    最大値ノルム： k

k
max


pε ． 

すると， p を未知パラメータとして 

《最小二乗法》はユークリッドノルムの最小化（
2

2
min p

p
ε ）， 

《ミニマックス法》は最大値ノルムの最小化（


p
p

εmin ）， 

を行うことになります．なお，もう一つの手法として《ロバスト推定》がありますが，これは誤差ベク

トル pε 内の外れ値を省いて最小二乗法を行う方法です． 

 

2. 記号設定 

以下のように記号を設定します（点群T に関する記号には上に“~”をつけることにします）． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 C：点群 S の基準点の位置ベクトル 

 C
~
：点群T の重心の位置ベクトル（定ベクトル） 

 ii QQ
~

, ：各点の位置ベクトル（ iQ
~

は定ベクトル） 

 ii qq ~, ：各点の基準点あるいは重心からの位置ベクトル（定ベクトル） 

点群 S 点群 T 

マッチング 

平行移動 

回転 

拡大・縮小 

x  

y  

iQ
~

 

i  C
~

 
iq~  

j  k  

i  

j  

k  

x  

y  

iQ  

C  

iq  
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 s     ：スケール（相似比） 

 RR or ：角度 の回転行列，すなわち 






 







cossin

sincos
R  

 vu, ：列ベクトル u と列ベクトル v の内積，すなわち vuvu
T, （ T は転置） 

 u   ：ベクトル u のユークリッドノルム，すなわち uuu ,  

さらに，次の表現も用います． 

.~

~
~

,~

~
~,,

sincos

cossin















































i

i
i

i

i

i

i

i

i

Y

X

y

x

y

x

θθ

θθ

θd

d
QqqRR  

以上のように記号を用意すると，動かす方（合わせ込む方）の点群 S の各点の位置ベクトル iQ は，

nis ii ,,1,  qRCQ  （ n は点の数）と表すことができて，これは s,,C の関数となります：

),,( sii CQQ  ．すると，求めるべきパラメータは，点集合 S の基準点 C，C のまわりの回転角 

およびスケール s となります． 

 

3. 公式 

以下の計算に用いる公式をまとめておきます． 

まず，ベクトルに関する次の微分公式を用います． 

vu, を n 次元列ベクトル， )(uf をスカラー値関数とするとき， 

uu
uu

uu
v

u

vu

u
2

,
,

,
,,,

2

1




































T

nu

f

u

ff
 ．           (3-1) 

次に，回転行列 R に関する関係式をまとめておきます．まず，R は直交行列（ 1RR
T ）である

ので，ベクトルのノルムを保存します．すなわち，任意の２次元ベクトル u に対して 

212
,,,, uuuRuRuRuRuRuRuRu  T

              (3-2) 

となります．次に，R の微分については， 

RRRRR 22                                      (3-3) 

と書き表すことができます．また，式(3-3)より 

22
1

ππ RRRRRR  T
                                (3-4) 

となることに注意すると，任意の２次元ベクトル u に対して Ru と uR が直交することが分かります．

すなわち， 

0,,, 2  uRuuRRuuRRu π
T

                        (3-5) 

となります． 

 

4. 最小二乗解 

最小化すべき関数 ),,( sf C を次のように定義します． 

.
~

),,(
1

2





n

i

iisθf QQC                                (4-1) 

ここで， iQ と iQ
~

の距離は次のように展開できます． 
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.
~~

,2
~

,2,2

~
,

~~~

2222

22

iiiiii

iiiiiiii

sss

sss

QqQRqQCRqCC

QRqCQRqCQRqCQQ




       (4-2) 

ただし，式(3-2)より
22

ii qRq  であることを用いました． 

さて， ),,( sf C を最小化する解を求めるために， f を各パラメータ s,,C で微分して 0 とおくこ

とにします．まず，C で微分します．すると， 

  ,
~

2
~

222 0QqRCQRqC
C
















i

i

i

i

i

ii sns
f

               (4-3) 


















 

i

i

i

i

i

i

n
ss

n
qRCqRQC

1~~1
                       (4-4) 

となり，基準点 C が得られます．なお，式(4-4)の右辺第２項を移行した式 

CqRC
~1









 

i

i

n
s                                   (4-5) 

の左辺は，点群 S の重心の位置ベクトルとなっています．すなわち，式(4-5)は点群 S の重心を点群 T

の重心に一致させることを示しています． 

次に， で微分します．その際，式(4-4)および CQq
~~~  ii であることから 

i

i

ii

i

ii

n
s

n
s qqRQqRCQC ~1~1~~


















                     (4-6) 

と書き直せること，および式(3-5)（ 0,,  uRRuu ）を用いると， 

 

.0~,2

~,,2

~1
,2

~
,2

~
,2,2


































 



i

ii

i

ii

i

i

i

i

i

i

i

ii

i

ii

i

iii

s

n

s
s

n
sss

ss
θ

f

qqR

qqRqRqR

qqRqRQCqR

QqRqRC

              (4-7) 

0~,  
i

ii qqR                                    (4-8) 

となります．ここで， 

    
i

iiii

i

iiii xyyxβyyxxα ~~,~~                         (4-9) 

とおけば，式(4-8)は 

0cossin~,  θβθα
i

ii qqR                           (4-10) 
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と書けます． 

続けて， s で微分します．式(4-6)および式(3-2)（
22

, uRuu  ）を用いると， 

 

.0~,
1

2

~,,
1

2

~1
,2

~
,22

~
,2,2

2

2

2

2

22




















































































 



i

ii

i

i

i

i

i

ii

i

i

i

i

i

i

i

i

i

ii

i

i

i

ii

i

i

i

iiii

n
s

n
ss

n
ss

ss
s

f

qRqqq

qRqqRqRq

qqRRqq

QCRqqqQRqRqC

    (4-11) 

 







i i

ii

i

ii

n

s
2

2 1

~,

qq

qRq

                                  (4-12) 

となります．ここで， 

 






























  

22

22

2

2 11

i

i

i

i

i

ii

i i

ii yx
n

yx
n

V qq             (4-13) 

とおき，式(4-9)の  , を用いれば，式(4-12)は 

V

θβθα
s

sincos 
                                  (4-14) 

と書けます． 

最後に，式(4-10)と式(4-14)から  を   の範囲で決定します．まず，V の符号を調べます．

すると， 

 

 

 



 











i i

ii

i i

ii

i

ii

i

i

i

i

i i

ii

i

ii

i

i

i

i

i

i

i

i

i

ii

i i

ii

n

nn

nn
n

n

nn

n
V

2

2

2

1

1
,

1

1
,

11
,2,

,
1

,
1

2,

1

qq

qqqq

qqqqqq

qqqqqq

qq

                (4-15) 

と式変形できるので， 0V であることが分かりました．つぎに，式(4-10)と式(4-14)を連立させて行列

を用いて表せば， 
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sV

0

sincos

cossin








                            (4-16) 

と書けます．これを  , について解けば 


















































sin

cos0

sincos

cossin

sV

sV

sV
                      (4-17) 

となり， 0s かつ 0V であるから 

22  sV                                    (4-18) 

が得られます．よって式(4-17)から， 

2222
sin,cos















                         (4-19) 

となります．これより  が決まり，また式(4-19)を式(4-14)に代入すれば s が求まります． 

 

5. ロバスト推定解 

M 推定法によるロバスト推定では，第 i 番データの残差（マッチング誤差）を i とするとき，推定

関数 )( i の和の最小化を行います[1]．すなわち， ),,( sii  C とするとき 


i

iερsθf )(),,(C                                  (5-1) 

とおけば， ),,( sf C を最小化するパラメータ s,,C を推定することになります． 

ここで，推定関数 )( x は 0x で唯一の最小値を持つ正定値偶関数であり， 2)( xx  のとき式(5-1)

の最小化は最小二乗法となります．また，影響力関数および重み関数が次のように定義されます[1]． 

.
)(

)(,
)(

)(
x

xψ
xw

x

xρ
xψ 




 重み関数：影響力関数：                 (5-2) 

また，次の定義をしておきます． 

.)(,)(  
i

i

i

iii wwWww                            (5-3) 

すると，推定するパラメータを T),,( sθT
Cp  とおけば，式(5-1)を最小化する解は )(pf を p で微分

しそれを 0 とおくことで得られます．すなわち， 

0
ppppp

 




























i

i
ii

i

i
ii

i

i
i

i

i

i

i ε
εw

ε
εεw

ε
εψ

ε

ε

ερf
)()(

)(
            (5-4) 

を解くことにより解となるパラメータを求めます．そして，それは反復計算にて求めます．つまり， )(k

を反復回数として， 

0
p

p
pp 





i

k
ik

i
k

iw
)(

)())((
)(

)()1( 
                           (5-5) 

から
)(k

p を求めて，次の重み ))(( )(k
iw p を決めていきます．重みの初期値は式(4-1)の最小二乗解を

用います． 

さて，マッチング時の各点における誤差評価値 i は，式(4-2)より 
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2

1
2222 ~~

,2
~

,2,2

~
),,(








 



iiiiii

iii

sss

s

QqQRqQCRqCC

QQC 

      (5-6) 

とし，式(5-4)にしたがい， f を各パラメータ s,,C で微分して 0 とおくことにします． 

まず，C で微分します． 

    .
~~

222
2

1
0QRqCQRqC

CC












i

iii

i

ii

i

ii

i

i
ii sws

ε
εw

ε
εw

f
       (5-7) 

.

cossin
~

sincos
~

1~1












































































i

ii

i

ii

i

ii

i

ii

i

ii

i

ii

i

ii

i

i

ywsxwsYw

ywsxwsXw

W
wsw

W
qRQC     (5-8) 

次に， f を  で微分します．式(5-8)の C を代入し式(3-5)（ 0,,  uRRuu ）を用いると， 

 

.0
~

,,
~1

~
,,,

~1

~
,,

~1

~
,,

~
,,2

2

1































































































i

iii

i

ii

i

i

i

iii

i

ii

i

ii

i

ii

i

i

i

iii

i

ii

i

ii

i

i

i

iii

i

ii

i

iii

i

ii

i

i
ii

www
W

s

wwwsww
W

s

wwwsw
W

s

wws

s
ε

εw
θ

ε
εw

θ

f

QqRqRQ

QqRqRqRqRQ

QqRqRqRQ

QqRqRC

QqRqRC

     (5-9) 

.0
~

,,
~

 
i

iii

i

ii

i

i wWww QqRqRQ                     (5-10) 

ここで， 

 

  







































































i

ii

i

ii

i

ii

i

ii

i

iiiii

i

ii

i

ii

i

ii

i

ii

i

iiiii

YwxwXwywXyYxwWβ

YwywXwxwYyXxwWα

~~~~

,
~~~~

         (5-11) 

とおけば，式(5-10)は 

0cossin
~

,,
~

  
i

iii

i

ii

i

i wWww QqRqRQ               (5-12) 

と書けます． 
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続けて， f を s で微分します．式(5-8)の C を代入し，式(3-2)（
22

, uRuu  ）を用いると， 

 

.0
~

,,
~1

~
,,,

~1

~
,,

~1

~
,,

~
,,2

2

1

2

2

2

2

2

2
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i

iii

i

ii

i

ii

i

i

i

ii

i
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i

ii

i

ii

i

ii

i

i

i

ii

i

iii

i

ii

i

ii

i

i

i

ii

i

iii

i

ii

i

iiii

i

ii

i

i
ii

wswwsww
W

wswwwsww
W

wswwwsw
W

wsww

s
ε

εw
s

ε
εw

s

f

qQRqqqRQ

qQRqqRqRqRQ

qQRqqRqRQ

qQRqqRC

qQRqRqC

(5-13) 

.

,
~~

,

2

2











i

ii

i

ii

i

ii

i

i

i

iii

wwW

wwwW

s

qq

qRQQRq

                    (5-14) 

ここで，式(5-14)の分母を 

 






























 

22

22

2

2

i

ii

i

ii

i

iii

i

ii

i

ii ywxwyxwWwwWV qq       (5-15) 

とおき，式(5-11)の  , を用いれば，式(5-14)は 

V
s

 sincos 
                                  (5-16) 

と書けます． 

最後に，式(5-12)と式(5-16)から  を   の範囲で決定します．２式を連立させて行列を用い

て表せば， 

























 

sV

0

sincos

cossin








                            (5-17) 

と書けます．これを  , について解けば 


















































sin

cos0

sincos

cossin

sV

sV

sV
                      (5-18) 

となります．したがって
222)(  sV ですが，これの平方根を得るために V の符号を調べます．

まず， 














 

2

22

2

2

i

i
i

i

i
i

i

ii

i

ii

W

w

W

w
WwwWV qqqq              (5-19) 

と書き直してみます，すると， Wwp ii  とおけば 1
i

ip となり，式(5-19)最右辺の  内は iq を

確率変数， ip をそれに対する確率関数とみなした時の‘分散’を表していると見ることができます．
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したがって， 
i

iip qμ （‘期待値’）とおくと，この  内は 
i

iip
2

μq となるはずです．実際， 

22

2

,,2,

,,2,

,,2,

μq

μμμμqq

μμμqqq

μμμqqqμq

















i

ii

i

iii

i

i

i

ii

i

iii

i

i

i

ii

i

iii

i

ii

p

p

ppp

pppp

              (5-20) 

となり，これは式(5-19)最右辺の  内になっています．したがって， 0V であることが分かりまし

た． 0s ですから，結局 222)(  sV の平方根は正の方をとればよく， 

22  sV                                    (5-21) 

となります．よって，式(5-18)から 

2222
sin,cos















                         (5-22) 

となります．これより  が決まり，また式(5-22)を式(5-16)に代入すれば s が求まります．そして，得

られた  と s を式(5-8)に代入すれば C が求まります． 

 

6. ミニマックス解 

ここでは，点群 S （テンプレート点群）の基準点 C を固定し，代わりに C に対する平行移動ベクト

ル t を用意します．すると，点群 S の点は nis iθi ,,1,)(  qRtCQ と表すことができて，こ

れは s,,t の関数となります： ),,( sii tQQ  ． 

さて，ミニマックス法は，両点群における各対応点間の距離の最大値を最小化することであるので， 

ii
nis

s QtQ
t

~
),,(maxmin

,,10,,





 
                             (6-1) 

と書き表すことができます．すると，式(6-1)は次のように変形できます[2]． 

.),(maxminmin

~
)(maxmin

~
),,(maxmin

,,10,

,,10,,

,,10,,






 











tr

QqRtC

QtQ

t

t

t

sθ

s

sθ

i
nisπθπ

iiθ
nisπθπ

ii
nisπθπ







                        (6-2) 

ただし， iiθi ssθ QqRCr
~

),(  とおきました．さらに，式(6-2)最右辺のカッコ内を ),( sf  ，すな

わち， 

tr
t




),(maxmin),(
,,1

ssf i
ni




                             (6-3) 

とおきます．この ),( sf  は， と s を固定するごとに生成される点群 nisθi ,,1,),( r に対して， 

t を中心とする‘最小包含円’であることを意味しています． 
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以上のことから，この最小化問題は，２変数関数 ),( sf  （すなわち最小包含円）の最小化に帰着さ

れました．つまり， ),( sf  を最小にする解 )ˆ,ˆ( s がそれぞれ回転角およびスケールの解となり，また

このときの点群 nisθi ,,1,)ˆ,ˆ( r がつくる最小包含円の中心 t̂ が平行移動量の解となります： 

),(minarg)ˆ,ˆ(
0,

sfs
s


 

 ，                              (6-4) 

trt
t




)ˆ,ˆ(maxminargˆ
,,1

si
ni




．                            (6-5) 

 

7. 補足 

これまでの結果を標語的に言えば次のようになります． 

《最小二乗法》   ： 二つの点群のそれぞれの重心を合わせた後，対応点の誤差の二乗和が最小とな

るように，テンプレート点群の回転角および相似比を探す． 

《ミニマックス法》： 目標点群の各点を中心として，テンプレート点群の対応点が入るように同一半

径の円を設ける．テンプレート点群をいろいろに動かしたとき，円の半径が最

小となる位置・回転角および相似比を探す． 
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改訂履歴 

Version No. 内   容 

1.0  新規発行 

1.1  表記法の修正 
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	1. 問題設定と解法の概要
	2. 記号設定
	3. 公式
	4. 最小二乗解
	5. ロバスト推定解
	6. ミニマックス解
	7. 補足

