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２次元幾何計算および３次元幾何計算に用いられている計算公式を以下に示します．なお，以下の記

号は断りなく用います． 

n 次元ベクトル Τ),,( 1 nuu u ， Τ),,( 1 nvv v （ T は転置を表す）に対して， 

 内積： nnvuvu  11),( vuvu
Τ

 

 外積（２次元）： 1221 vuvu  vu  

 外積（３次元）： Τ), ,( 122131132332 vuvuvuvuvuvu  vu  

 ノルム（ユークリッドノルム）： 22
1),( nuu  uuu  

とします．また，点 P の位置ベクトルをボールド体でPと表記します． 

 

1. ２次元幾何計算 

1.1. ２点間の距離 

２点 ),(,),( 222111 yxPyxP の距離(ユークリッド距離)d は次の式で求めます． 

2
21

2
21 )()( yyxxd  .                           (1-1) 

 

1.2. ２点の中点座標 

２点 ),(,),( 222111 yxPyxP の中点C は次の式で求めます． 








 

2
,

2
:

2121 yyxx
C .                               (1-2) 

 

1.3. ２点を通る直線 

２点 ΤΤ ),(,),( 222111 yxyx  PP を通る直線 0:  cbyaxl の係数 cba ,, は次のように求めま

す．ただし，直線 l の法線ベクトル Τ),( ba は単位ベクトルとします． 

直線 l の法線ベクトルが Τ),( 121212 yyxx  PPw に直交することより， 

11
1221

,,
)(

byaxc
xx

b
yy

a 






ww

                    (1-3) 

となります． 

 

1.4. ２点の垂直二等分線 

２点 ΤΤ ),(,),( 222111 yxyx  PP を結ぶ線分の垂直二等分線 0:  cbyaxl の係数 cba ,, は次

のように求めます．ただし，直線 l の法線ベクトル
Τ),( ba は単位ベクトルとします． 

直線 l は２点の中点  2)(,2)(),(: 2121 yyxxqpC  を通り，かつ直線 l の法線ベクトルが

Τ),( 121212 yyxx  PPv であることより， 

bqapc
yy

b
xx

a 





 ,,
2112

vv
                      (1-4) 

となります． 

 

1.5. 指定点を通り，指定直線に垂直な直線 

点 ),( qpP を通り，直線 0:  cbyaxl に垂直な直線 0:  CByAxL の係数 CBA ,, は次の

ように求めます．ただし，直線 L の法線ベクトル
Τ),( BA は単位ベクトルとします． 
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直線 L は点 P を通り，かつ直線 L の法線ベクトルが Τ),( ab v であることより， 

BqApC
a

B
b

A 


 ,,
vv

                         (1-5) 

となります． 

 

1.6. 指定点を通り，指定の傾きをもつ直線 

点 ),( qpP を通り，傾き  をもつ直線 0:  cbyaxl の係数 cba ,, は次のように求めます．ただ

し，直線 l の法線ベクトル Τ),( ba は単位ベクトルとします． 

直線 l は点 P を通り，かつ法線ベクトルが Τ)cos,sin( v であることより， 

bqapcba  ,cos,sin                          (1-6) 

となります． 

 

1.7. ２直線の交点 

直線 0: 1111  cybxal と直線 0: 2222  cybxal の交点 ),( qpP は次のように求めます． 

直線 1l と直線 2l を連立させて行列の形に書くと， 































2

1

22

11

c

c

y

x

ba

ba
 

となります．交点 ),( qpP はこの連立方程式の解であるので， 
































2

1

1

22

11

c

c

ba

ba

q

p
                              (1-7) 

として得られます． 

 

1.8. ２直線の交角 

直線 0: 1111  cybxal と直線 0: 2222  cybxal の交角（小さい方の角）は次のように求め

ます． 

交角 は，直線 1l の法線ベクトル Τ),( 11 bau および直線 2l の法線ベクトル Τ),( 22 bav のなす角

に等しくなります．このとき，２ベクトル vu, のなす角のうち小さい方の角 は， 

vu

vu
 1sin                                   (1-8) 

として得られます．ただし， 0 かつ vvuu 21 )),(sgn( cc  （ )sgn(t は実数 t の符号関数（1 

または －1））である場合は，２直線が一致せずに平行となるので，交角はありません． 

 

1.9. ２直線の中央線（交角の２等分線） 

直線 0: 1111  cybxal と直線 0: 2222  cybxal の中央線，すなわち２直線
21 , ll からの等距

離線 0:  CByAxL の係数 CBA ,, は次のように求めます．ただし，直線 L の法線ベクトル

Τ),( BA は単位ベクトルとします． 

まず，２直線
21 , ll のそれぞれの法線ベクトルを

ΤΤ ),(,),( 222111 baba  uu とするとき，もし内
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積 0),( 21 uu であれば，
1l と

2l のいずれかの方程式を予め(－１)

倍しておきます．これは，法線ベクトルを同じ方向に向けること

を意図しています． 

さて，直線 L 上の任意の点を ),( yxP とすると，点P から２直線

21 , ll への距離が等距離であることより， 

2

222

1

111

uu

cybxacybxa 



 

と書けます．ところが，いまは
21 , ll の法線ベクトルを同じ方向にそろえてあるため，直線 L 上の点

においては左辺と右辺の絶対値内の符号が異なっています．よって，絶対値をはずせば， 

2

222

1

111

uu

cybxacybxa 



 

となるので，整理すれば， 

0
2

2

1

1

2

2

1

1

2

2

1

1 













































uuuuuu

cc
y

bb
x

aa
 

となり，これが求める直線 L です．したがって，上式の係数をそれぞれ 

2

2

1

1

2

2

1

1

2

2

1

1 ,,
uuuuuu

cc
L

bb
L

aa
L cba   

とおけば，求める係数 CBA ,, は， 

222222
,,

ba

c

ba

b

ba

a

LL

L
C

LL

L
B

LL

L
A








                 (1-9) 

となります．なお，中央線 L は，もし２直線
21 , ll が交わるならば，その小さいほうの交角の２等分

線となっています． 

 

1.10. 点と直線の距離 

点 ),( qpP と直線 0:  cbyaxl の距離d は次の式で求めます． 

22 ba

cbqap
d




 .                                (1-10) 

 

1.11. 点から直線へ下した垂線の足 

点 P から直線 l へ下した垂線の足H は次のように求めます． 

まず，式(1-5)から，点P を通り直線 l に垂直な直線 L を求めます．次に，式(1-7)から，直線 l と直

線 L の交点H を求めれば，これが垂線の足となります． 

 

1.12. 直線の平行移動 

直線 0:  cbyaxl を移動量
Τ),( qpt だけ平行移動したときの直線 0:  CByAxL の係

数 CBA ,, は次のように求めます． 

1u  

2u  

2l  

1l  

L  
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直線 L 上の任意の点 Τ),( yxP に対し，それの移動前の点 Τ),(
~

qypx  tPP が直線 l 上

にあることより， 0)()(  cqybpxa が成り立ちます．よって， 

bqapcCbBaA  ,,                           (1-11) 

となります． 

 

1.13. ３点の作る三角形の面積 

３点 ΤΤΤ ),(,),(,),( 333222111 yxyxyx  PPP の作る三角形の符号付き面積 S は次のように求

めます． 

点 1P を始点とした２ベクトルを Τ),( 121212 yyxx  PPu および
Τ),( 131313 yyxx  PPv とするとき，外積 vu は２ベクトルの作る

平行四辺形の（符号付き）面積であるので，求めるべき三角形の符号付き

面積 S は， 

 ))(())((
2

1
)(

2

1
13121312 xxyyyyxxS  vu      (1-12) 

となります．符号なしの面積（通常の面積）は，S の絶対値 S となります． 

 

1.14. ３点を通る円 

３点 ),(,),(,),( 333222111 yxPyxPyxP を通る円 222 )()(: rbyaxC  の中心 ),( ba および半

径 r は次のように求めます． 

円C の方程式を展開して )()(22 22222 yxrbabyax  の形に整理し，ここに３点を代

入して行列の形に書くと， 222 rbac  として 






























































)(

)(

)(

122

122

122

2
3

2
3

2
2

2
2

2
1

2
1

33

22

11

yx

yx

yx

c

b

a

yx

yx

yx

 

となります．したがって，円C の中心 ),( ba および半径 r は， 

cbar

yx

yx

yx

yx

yx

yx

c

b

a
































































22

2
3

2
3

2
2

2
2

2
1

2
1

1

33

22

11

,

)(

)(

)(

122

122

122

            (1-13) 

として得られます． 

 

1.15. ２点を直径の両端とする円 

２点 ),(,),( 222111 yxPyxP を直径の両端とする円
222 )()(: rbyaxC  の中心 ),( ba および

半径 r は次の式で求めます． 

2
21

2
21

2121
)()(

2

1
,

2
,

2
),( yyxxr

yyxx
ba 







 
 .           (1-14) 

 

1.16. 直線と円の交点 

直線 0:   yxL と円
222 )()(: rbyaxC  が交わるときの二つの交点 21, PP は次の

 

P2 

P3 

u 

v 
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ように求めます． 

初めに，円C の中心 Τ),( bac から直線へ下した垂線の足Hを求

めます．また，中心c からHまでの距離をd とします．もし rd  で

あれば交点は存在しません． rd  であれば直線 L と円C は交わり，

Hから交点までの距離 l は，
22 drl  として得られます．この

とき，直線 L の方向ベクトルが Τ),( αβ v であることより，求め

るべき２つの交点は， 

v

v
HP

v

v
HP ll  21 ,                           (1-15) 

として得られます．なお， rd  の場合，２交点は一致します． 

 

1.17. 指定点から円に引いた接線と接点 

点 Τ),( qpQ から円 222 )()(: rbyaxC  へ引いた二つの接線 0: 1111   yxL およ

び 0: 2222   yxL と，各接線の円周上の接点をそれぞれ ΤΤ ),(,),( 222111 yxyx  PP とす

るとき，これらの接線と接点は次のように求めます．ただし，接線 21, LL のそれぞれの法線ベクトル

ΤΤ ),(,),( 222111 βαβα  uu は単位ベクトルとします． 

まず，円C の中心を Τ),( bac とし，線分 1PQ の長さを l とすれば， 22
rl  cQ と計算で

きます． 

さて，最初に接線の法線ベクトル 1u を求めることにしま

す．まず，線分 cQ の 1u 方向への正射影を考えれば， 

  r 1),( ucQ                   ① 

が得られます．つぎに，Δ 1cPQ の面積を考えれば， 

lrr
2

1
)()(

2

1
1  ucQ  

l 1)( ucQ                   ② 

が得られます．ただし，式②の右辺に負号がつくのは，座

標系を右手系とした場合です．式①，式②を成分で書き，それらを連立させて行列で表せば， 

































l

r

apbq

bqap

1

1

)( 


 

となります．これより，接線 1L の法線ベクトル 1u および係数 1 が， 

qp
l

r

apbq

bqap
111

1

1

1

1 ,
)(








































u               (1-16) 

として得られます．またこのとき，接点 1P は， 

11 ucP r                                   (1-17) 

となります．同様にして，接線 2L の法線ベクトル 2u および係数 2 が， 

qp
l

r

apbq

bqap
222

1

2

2

2 ,
)(







































u               (1-18) 

P1 

P2 

c 

r 
d 

l 

L 

C 

H 

L1

P1 
P1 

P2 

c
 

l 

Q 

L2 

u1 

u2 
r 
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として得られます．式(1-16)との違いは l の負号が外れたことです．そしてこのとき，接点 2P は， 

22 ucP r                                   (1-19) 

となります． 

 

1.18. 指定点から円への最近点と，そこまでの距離 

点Q から円 222 )()(: rbyaxC  への最近点Pと，そこまでの距離d は次のように求めます． 

円C の中心を Τ),( bac とすれば，最近点P は，点Q と

中心c を通る直線 l と円C との交点です．すると，この直線

l の単位方向ベクトルを 

cQ

cQ
u




  

とすれば，最近点Pは 

ucP r                 (1-20) 

となります．また，距離d は， 

rd  cQ              (1-21) 

となります． 

 

2. ３次元幾何計算 

３次元空間における直線の表現として，以下ではベクトル方程式すなわちパラメータによる表現を

用います．これは，点pを通り方向ベクトルがuである直線を，t を任意の実数として upr t と

表す表現方法です．また，平面 0 dczbyax の表現としては，法線ベクトルを Τ),,( cban お

よび Τ),,( zyxx として， 0),(  dxn と表せることを用います． 

 

2.1. ２点間の距離 

２点 ),,(,),,( 22221111 zyxPzyxP の距離(ユークリッド距離)d は次の式で求めます． 

2
21

2
21

2
21 )()()( zzyyxxd  .                      (2-1) 

 

2.2. ２点の中点座標 

２点 ),,(,),,( 22221111 zyxPzyxP の中点C は次の式で求めます． 








 

2
,

2
,

2
:

212121 zzyyxx
C .                           (2-2) 

 

2.3. ２点を通る直線 

２点 21, PP を通る直線 upr tl : 上の点pと方向ベクトルuは次のように求めます．ただし，直

線 l の方向ベクトルuは単位ベクトルとします． 

直線 l が点 1P を通ること，および方向ベクトルuが 12 PPw  に平行であることより， 

w

w
uPp  ,1                                  (2-3) 

となります． 

Q  c  
P  

d  
r  

Q  c  
P  

d  

r  
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2.4. 点から直線へ下した垂線の足 

点Q から直線 upr tl : へ下した垂線の足Hは次のように求めます．ただし，直線 l の方向ベク

トルuは単位ベクトルとします． 

ベクトル pQa  を直線 l へ正射影したベクトルw は， 

uuaw ),(  

となります．これがベクトル pH と等しいことより，垂線の足Hは 

uuapwpH ),(                   (2-4) 

として得られます． 

 

2.5. 指定点を通り，指定直線に垂直な直線 

点Q を通り，直線 l に垂直な直線 L は次のように求めます． 

まず，式(2-4)より，点Q から直線 l へ下した垂線の足Hを求めます．次に，式(2-3)から，点Q と

点Hを通る直線を求めれば，これが求めるべき直線 L となります． 

 

2.6. 点と直線の距離 

点Q と直線 l の距離d は次のように求めます． 

まず，式(2-4)より，点Q から直線 l へ下した垂線の足Hを求めます．次に，式(2-1)から，点Q と

点Hの距離求めれば，これが求めるべき距離d となります． 

 

2.7. ２直線の最短距離 

２直線 222111 :,: uprupr tltl  の最短距離は次のように求めます． 

まず，直線 1l に平行で直線 2l を含む平面 0),(:  dxn を考えます．平面 の法線は２直線 21, ll

に垂直となるので， 21 uun  となります．また，直

線 2l 上の点 2p を含むことより， ),( 2pnd となり

ます．したがって，平面 は 0),( 221  pxuu と表

すことができます． 

さて，直線 1l と平面 との距離をh とすれば，直線 1l

上の点 P と直線 2l 上の点Q との距離 PQ は， hPQ 

となります．よって， PQ の最小値すなわち直線 1l と

直線 2l の最短距離はh となります．したがって，直線 1l

上の点 1p と平面 の距離から 

21

2121 ),(

uu

ppuu




h                                (2-5) 

となります．なお， 021 uu の場合は直線 1l と直線 2l は平行となるので，最短距離は直線 1l 上

の点 1p と直線 2l の距離となります． 

 

2.8. ３点を通る平面 

３点 321 ,, PPP を通る平面直線 0),(:  dxn は次のように求めます．ただし，平面 の法線ベ

Q 

p 
u 

H 

l a 

h 

l2 

l1 

u2 

u1 

P 

Q 

α 

h 

p1 
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クトルnは単位ベクトルとします． 

点 1P を始点としたベクトル 12 PPu  およびベクトル 13 PPv  を考えれば，平面 の法線ベク

トルnはこれらに垂直であることより， 

),(, 1Pn
vu

vu
n 




 d                              (2-6) 

となります． 

 

2.9. 指定点を通り，指定ベクトルに垂直な平面 

点Q を通り，指定ベクトル vに垂直な平面 0),(:  dxn は次の式で求めます．ただし，平面

の法線ベクトルnは単位ベクトルとします． 

),(, Qn
v

v
n  d .                              (2-7) 

 

2.10. 指定点を通り，指定平面に垂直な直線 

点Q を通り，指定平面 0),(:  dxn に垂直な直線 upr tl : は次の式で求めます．ただし，

直線 l の方向ベクトルuは単位ベクトルとします． 

n

n
uQp  , .                                 (2-8) 

 

2.11. 点と平面の距離 

点 ),,( rqpQ と平面 0:  dczbyax の距離h は次の式で求めます． 

222 cba

dcrbqap
h




 .                               (2-9) 

 

2.12. 直線と平面の交点 

直線 upr tl : と平面 0),(:  dxn の交点Q は次のように求めます． 

まず，直線の式を平面の式に代入すると， 

),(

),(

0),(),(),(

un

pn

unpnupn

d
t

dtdt






 

が得られます．よって，交点Q は 

u
un

pn
pupQ

),(

),( d
t


                            (2-10) 

となります．なお， 0),( un の場合は直線 l と平面 が平行となるので，交点はありません． 

 

2.13. 直線と平面の交角 

直線 upr tl : と平面 0),(:  dxn の交角 （小さい方の角）は次のように求めます． 

まず，直線 l の方向ベクトルuと平面 の法線ベクトルnのなす角のうち，小さい方の角 を求め

れば， 
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nu

nu
 1sin  

として得られます．すると，交角 はその余角となるので， 

nu

nu
 1sin

22





            (2-11) 

として得られます．なお， 0),( un かつ 0),(  dpn の場合は，直線 l と平面 が一致せずに平

行となるので，交角はありません． 

 

2.14. 点から平面へ下した垂線の足 

点Q から平面 へ下した垂線の足Hは次のように求めます． 

まず，式(2-8)より，点Q を通り平面 に垂直な直線 l を求めます．次に，式(2-10)から，直線 l と

平面 の交点を求めれば，これが求めるべき垂線の足Hとなります． 

 

2.15. ２平面の交線 

２平面 0),(: 111  dxn と 0),(: 222  dxn の交線 upr tl : は次のように求めます． 

まず，原点を通り２平面 21, に直交する平面 を考えます．すると，この平面 は２平面 21,

のそれぞれの法線ベクトル 21, nn を含みます．もし， 21, nn が１次独立ならば，これらにより張られ

る２次元空間が平面 となり，このとき平面 は交線 l とも直交しています．したがって，平面 上

の点は 21, nn の１次結合で表せるので，交線 l 上の１点p（平面  と交線 l の交点）は適当な実数 ba,

により 21 nnp ba  と表されます．そこで，初めにこの実数 ba, を定めて，点p を求めることに

します． 

点pは平面 21, 上にあることより，代入すると， 

0),(),( 121

2

1211  dbadba nnnnnn                      ① 

0),(),( 2

2

221212  dbadba nnnnnn                      ② 

となります．式①，式②を連立させて行列を用いて書き直せば， 





































2

1

2

221

21

2

1

),(

),(

d

d

b

a

nnn

nnn
                            ③ 

と書けます． 21, nn のなす角を とすれば，式③の係数行列の行列式は， 

2

21
22

2

2

1

22

2

2

1
2

21

2

2

2

1

sin

)cos1(),(

nnnn

nnnnnn








 

となります．したがって式③から， ba, が 











































2

1

2

121

21

2

2

2

21 ),(

),(1

d

d

b

a

nnn

nnn

nn
 

として得られるので，結局，直線 l 上の点 21 nnp ba  は 

l 

α 

φ 

θ 

n 

u 
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2

21

22

2

112111

2

2221 )),(()),((

nn

nnnnnnnn
p






dddd
             (2-12) 

となります． 

一方，直線 l の方向ベクトルuは 21, nn に直交するので， 

21

21

nn

nn
u




                                   (2-13) 

として得られます． 

以上，式(2-12)，式(2-13)で直線 l が定まりました．なお， 021 nn の場合，すなわち 21, nn が

１次従属の場合は平面 1 と平面 2 が平行となるので，交線はありません． 

 

2.16. ２平面の交角 

２平面 0),(: 111  dxn と 0),(: 222  dxn の交角（小さい方の角）は次のように求めます． 

２平面の交角 は，それぞれの法線ベクトル 21, nn のなす角に等しいので，そのうちの小さい方の

角を求めれば， 

21

211sin
nn

nn 
                                  (2-14) 

として得られます．ただし， 0 かつ 222111 )),(sgn( nnnn dd  （ )sgn(t は実数 t の符号関

数（1 または －1））である場合は，２平面が一致せずに平行となるので，交角はありません． 
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改訂履歴 

Version No. 内   容 

1.0  新規発行 

1.1 
 誤記，表記法および体裁の修正 

 項目の入れ替え，および４項目（1.6 項，1.9 項，1.12 項，1.18 項）の追加 

1.2 
 （２次元幾何計算）２直線の交角における直線一致条件の修正 

 （３次元幾何計算）２平面の交角における平面一致条件の修正 

 

 

          以上 
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